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 ノート１ 母集団に対する仮定：統計モデル  
 

（１）統計モデル 

これは、研究者が母集団に対して想定するモデル。 
 

例１：t 検定 
 

① ダミー変数 

分類を表す質的変数（名義尺度変数）に便宜的に 0、

1, …のように数値を与えコード化した変数。 

 

𝑥𝑖 = {

1 if 𝑖th person is _____

0 if 𝑖th person is not _____ 
 

 

※1か 0のものを指示変数 Indicator variableと呼ぶ。 
 

② 線形モデル 
𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 

 

= {

𝛽0 + 𝛽1 + 𝜀𝑖

𝛽0            + 𝜀𝑖

 

 

 

 
   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

この他の組み合わせも可能です。ただ、係数の解釈が変

わります。例えば、次の例では𝛽0は全体の平均、𝛽1は平

均から上下に男女がどのくらい離れるかを表します。 
 

𝑥𝑖 = {

1 if 𝑖th person is  _____

−1 if 𝑖th person is not  _____
 

 

𝑦𝑖 = {

𝛽0 + 𝛽1 + 𝜀𝑖

𝛽0 − 𝛽1 + 𝜀𝑖

 

ダミー変数はいつも 0 と 1 なんですか？   質問 
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例２：単回帰分析 
 

① 概要 

これは「予測変数（x）と応答変数（y）が一次直線

と基本とする
、、、、、

関係にある」と想定する統計モデル。 
 

 

 

② 線形モデル 
 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（２）仮定 
 

【標本の抽出の仕方に関する仮定】 

 

① 独立性の仮定： 各要素は互いに独立 

 

② 同一分布の仮定： 標本は同じ分布から抽出 

 

③ 無作為性の仮定： 標本はランダムに抽出 

 

𝑦𝑖  ∼  𝑁(𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 , 𝜎2) 
 

【母集団の姿に関する仮定】 

 

① 正規性の仮定： 母集団の分布は正規分布 

 

② 分散の等質性の仮定： 二つの母集団の分散は同じ 

i.i.d 
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 ノート２ 統計量：回帰係数の点推定（最小二乗法）  
 

（１）最小二乗法 Least Squares Method 
 

これは、 二乗基準 で測ったデータと直線の適合の悪さ

（残差）を最小化することで点推定値を出す方法。 
 

① 残差 Residuals 

これは、予測の誤差のこと。 
 

𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − �̂�𝑖 
 

= 𝑦𝑖 − (�̂�0 + �̂�1𝑥𝑖) 

 

② 損失関数 Loss function 

これは、適合の悪さを測る関数。一般的な単回帰では残

差平方和Residual Sum of Squaresを損失関数とする。 

𝐿(�̂�0, �̂�1) =  ∑ 𝑒𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

=  ∑[𝑦𝑖 − (�̂�0 + �̂�1𝑥𝑖)]
𝑖

2
𝑛

𝑖=1

 

 

（２）最小二乗推定量 

これは、最小二乗法で求めた点推定量のこと。単回帰モデ

ルの場合は、次のような結果になる。 
 

① 傾き 

�̂�1 =
𝑠𝑥𝑦 

𝑠𝑥
2

 

 

= 𝑟𝑥𝑦

𝑠𝑦

𝑠𝑥
   

 

② 切片 

�̂�0 = �̅� − �̂�1�̅� 

 
 

③ 誤差 

�̂�2 =
1

𝑛 − 2 
× ∑ 𝑒𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛 − 2 
× ∑[𝑦𝑖 − (�̂�0 + �̂�1𝑥𝑖)]

2
𝑛

𝑖=1
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（３）回帰係数と相関係数の関係 

① 相関係数 𝑟𝑥𝑦 = 1 

 

 
② 相関係数 𝑟𝑥𝑦 = .7 
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 ノート３ 統計量：点推定と推定量の性質  

 

（１）点推定 

① 点推定 

母集団に想定した統計モデルのパラメータの値がどの

ような値なのか点（統計量一つ）で推定する統計的推測。 

 

② 推定量 Estimator 

これは、点推定に採用される統計量のこと。 

 

 

③ 推定量の作り方 

これには、様々な方法が考案されている。 

（例１）モーメント法 

（例２）最小二乗法 

（例３）最尤推定法 

 

 

 

 

（２）推定量の選択基準 I：小標本特性 

これは、標本を何度も何度も繰り返しとった場合に生じる

メリットのこと（サンプルサイズは小さくてもよい）。 

 

① 不偏性 unbiasedness 

これは、その推定量の期待値が母パラメータに一致す

ること。不偏性を持つ推定量を不偏推定量という。 

 

 

 

 

 

 

 

 

② 有効性 Efficient estimator 

これは、不偏性を持つ推定量の中で分散が最小のもの

のこと。有効性を持つ推定量を有効推定量という。 
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（３）推定量の選択基準 II：大標本特性 

これは、サンプルサイズ n の大きい標本を採ったときに生

まれるメリットのこと。 

 

① 漸近的不偏性 asymptotic unbiasedness 

これは、サンプルサイズが大きいとき、その推定量の期

待値が母パラメータに一致すること。 

 

 

 

② 一致性  

これは、サンプルサイズが大きいとき、推定量と母パラ

メータに差が生じる確率は極めて小さくなること。 

 

 

 

 

③ 漸近的有効性 asymptotic efficiency 

これは、サンプルサイズが大きいときに、不偏推定量の

中で最小分散となること。 

 

 

 

 

（４）分散と不偏分散 

 

① 分散  

これは、漸近的不偏性を持つが不偏性は持たない。 

 

 

 

 

 

 

② 不偏分散 

これは、不偏性を持ち、当然漸近的不偏性も持つ。 
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 ノート４ 分析の評価１：係数の推定値の正確さの評価  
 

☞ 分析を評価する三つの軸 

 

（評価軸１） 係数の推定値の正確さを評価 

 

（評価軸２） 作った統計モデルの正確さを評価 

 

（評価軸３） 想定した統計モデルの適切さを評価 

 
 

（１）回帰係数の検定 
 

① 帰無仮説と対立仮説 

H0：𝛽1 = 0 

H0：𝛽1 ≠ 0 

 

② 検定統計量 t 
 

☞  t 値（回帰係数の検定における検定統計量） 
 

𝑡 =
�̂�1「𝛽1の推定値」            

�̂��̂�1 「𝛽1の推定値」の標準誤差の推定値
 

 

 

�̂��̂�1 = √
1

𝑛 − 2
×

𝑠𝑠𝑒

𝑠𝑠𝑥
  

 

       

  点推定値 標準誤差 t value Pr(>|t|)      

�̂�0 -0.49  0.08 -6.30 1.13e-06 *** 

�̂�1  1.02 0.15 6.66 4.63e-07 *** 

 

 

（２）回帰係数の信頼区間 
 

[   �̂�1 − 𝑡𝑐 × �̂��̂�1 ,    �̂�1 − 𝑡𝑐 × �̂��̂�1    ] 

 

       

  点推定値 下限 上限      

�̂�0 -0.49  -0.65 -0.33   

�̂�1  1.02 0.70  1.33  
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（３）予測値の 95%信頼区間   図の破線の区間    

標本を繰り返し抽出した時、点𝑥𝑝に対してこの範囲を設け

ておけば 100 回に 95 回、𝜇𝑝を含むだろう、という区間。 
 

[   �̂�𝑝 − 𝑡𝑐 × �̂��̂�𝑝 ,    �̂�𝑝 − 𝑡𝑐 × �̂��̂�𝑝    ] 
 

�̂�ŷp = √
𝑠𝑠𝑒

𝑛 − 2
× [

1

𝑛
+

(𝑥𝑝 − �̅�)
2

𝑠𝑠𝑥
] 

 

（４）データの予測区間   図の灰色の区間   

標本を繰り返し抽出した時、点𝑥𝑝に対してこの範囲を設け

ておけば 100 回に 95 回、𝜇𝑝を含むだろう、という区間。 
 

[   𝑦𝑝 − 𝑡𝑐 × �̂�𝑦𝑝 ,    𝑦𝑝 − 𝑡𝑐 × �̂�𝑦𝑝    ] 
 

�̂�𝑦p = √
𝑠𝑠𝑒

𝑛 − 2
× [1 +

1

𝑛
+

(𝑥𝑝 − �̅�)
2

𝑠𝑠𝑥
] 
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 ノート５ 分析の評価２：作った統計モデルの正確さを評価  
 

（１）残差プロット 

これは、𝑥𝑖の値と残差𝑒𝑖の関係をプロットした散布図。 

 

 
 

（２）残差の性質 

① 独立変数と残差の相関 

独立変数𝑥と残差𝑒の相関𝑟𝑥𝑒は、必ずゼロになる。 

 

𝑟𝑥𝑒 = 0 
 

② 予測値と残差の相関 

予測値�̂�と残差𝑒の相関𝑟�̂�𝑒は、必ずゼロになる。 

 

𝑟�̂�𝑒 = 0 
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（３）変数の直行分解 

 

① 分散の分解（一般的な場合） 

𝑠𝑎+𝑏
2 = 𝑠𝑎

2 + 2𝑠𝑎𝑏 + 𝑠𝑏
2 

 

 

 

② 分散の分解（a と b が無相関の時） 

𝑠𝑎+𝑏
2 = 𝑠𝑎

2               + 𝑠𝑏
2 

 

 

 

③ 従属変数𝑦の分散の分解 

 

𝑠𝑦
2 = 𝑠�̂�

2               + 𝑠𝑒
2 

 

 

 

（４）決定係数 Coefficient of determination 

これは独立変数がどれだけ従属変数の値を決定するかを

示す指標。別名：分散説明率 Proportion of variance accounted for 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

決定係数 𝑅2 = 1 −
𝑠𝑒

2

𝑠𝑦
2 
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 ノート６ 分析の評価３：想定した統計モデルの適切さの評価 
（回帰診断法） 

 

母集団に対する仮定の検証 
 

ノート１の（２）の仮定たちが間違っ

ている可能性はないの？例えば、母集

団に直線＋正規分布の関係を想定して

きたけど、その仮定って正しかった

の？ 

 

 

（１）残差プロット Residual plot 

横軸に予測値�̂�𝑖、縦軸に残差𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − �̂�𝑖を取った散布図。 

 

   
（２）正規 Q-Q プロット Normal quantile-quantile plot 

横軸に標準正規分布の分位点を、縦軸に残差を標準化し小

さい順に並べたものの分位点を取った散布図。 
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（３）てこ値 leverage  

i 番目の観測値の回帰係数への影響度を表した指標。この

値が大きいものは外れ値の候補となる。 

 

ℎ𝑖 =
1

𝑛
+

(𝑥𝑖 − �̅�)2

∑ (𝑥𝑖′ − �̅�)2𝑛
𝑖′=1

 

 

（４）クックの距離 Cook’s distance 

i 番目の観測値を除いて推定した場合に得られる回帰係数

の値と、全観測値に基づく回帰係数のずれを表す指標。 

 

𝐷𝑖 =
1

𝑝
𝑟𝑖

2
ℎ𝑖

1 − ℎ𝑖
  

𝐷𝑖 > 0.5：i 番目の観測値は「影響力が大きめ」 

𝐷𝑖 > 1.0：i 番目の観測値は「得意に大きな影響力」 
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資料  

 
資料4-1 最小二乗法による点推定 
 

𝐿(�̂�0, �̂�1) = ∑[𝑦𝑖 − (�̂�0 + �̂�1𝑥𝑖)]
2

𝑛

𝑖=1

 

 

①�̂�0に関して偏微分を行う 

𝜕

𝜕�̂�0

𝐿(�̂�0, �̂�1) =
𝜕

𝜕�̂�0

∑[𝑦𝑖 − (�̂�0 + �̂�1𝑥𝑖)]
2

𝑛

𝑖=1

 

= ∑
𝜕

𝜕�̂�0

[𝑦𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑥𝑖]
2

𝑛

𝑖=1

 

= ∑
𝜕

𝜕�̂�0

[𝑦𝑖
2 − 𝑦𝑖�̂�0 − 𝑦𝑖�̂�1𝑥𝑖 − �̂�0𝑦𝑖 + �̂�0

2 + �̂�0�̂�1𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− �̂�1𝑥𝑖𝑦𝑖 + �̂�1𝑥𝑖�̂�0 + �̂�1
2𝑥𝑖

2] 

= ∑
𝜕

𝜕�̂�0

[(𝑦𝑖
2 − 2�̂�1𝑥𝑖𝑦𝑖 + �̂�1

2𝑥𝑖
2) + 2�̂�0(−𝑦𝑖 + �̂�1𝑥𝑖) + �̂�0

2]

𝑛

𝑖=1

 

= ∑ { 0 +
𝜕

𝜕�̂�0

[2�̂�0(−𝑦𝑖 + �̂�1𝑥𝑖)] +
𝜕

𝜕�̂�0

�̂�0
2}

𝑛

𝑖=1

 

= ∑{2(−𝑦𝑖 + �̂�1𝑥𝑖) + 2�̂�0}

𝑛

𝑖=1

 

= ∑{2(−𝑦𝑖 + �̂�1𝑥𝑖)} + 2𝑛�̂�0

𝑛

𝑖=1

 

 

したがって、
𝜕

𝜕�̂�0
𝐿(�̂�0, �̂�1) = 0となるのは、∑ {2(−𝑦𝑖 + �̂�1𝑥𝑖)} +𝑛

𝑖=1

2𝑛�̂�0 = 0のとき。 

�̂�0 =
1

𝑛
∑(𝑦𝑖 − �̂�1𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛
∑ 𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

− �̂�1

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= �̅� − �̂�1�̅� 
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②�̂�1に関して偏微分を行う 

 

𝜕

𝜕�̂�1

𝐿(�̂�0, �̂�1) =
𝜕

𝜕�̂�1

∑[𝑦𝑖 − (�̂�0 + �̂�1𝑥𝑖)]
2

𝑛

𝑖=1

 

= ∑
𝜕

𝜕�̂�1

[(𝑦𝑖
2 − 2�̂�0𝑦𝑖 + �̂�0

2) − 2�̂�1(𝑥𝑖𝑦𝑖 − �̂�0𝑥𝑖) + �̂�1
2𝑥𝑖

2]

𝑛

𝑖=1

 

= ∑ {0 −
𝜕

𝜕�̂�1

[2�̂�1(𝑥𝑖𝑦𝑖 − �̂�0𝑥𝑖)] +
𝜕

𝜕�̂�1

�̂�1
2𝑥𝑖

2}

𝑛

𝑖=1

 

= ∑{−2𝑥𝑖(𝑦𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑥𝑖)}

𝑛

𝑖=1

 

= ∑{−2𝑥𝑖(𝑦𝑖 − �̅� − �̂�1�̅� − �̂�1𝑥𝑖)}

𝑛

𝑖=1

 

= ∑{−2𝑥𝑖[(𝑦𝑖 − �̅�) − �̂�1(𝑥𝑖 − �̅�)]}

𝑛

𝑖=1

 

= −2 ∑{𝑥𝑖(𝑦𝑖 − �̅�)}

𝑛

𝑖=1

+ 2�̂�1 ∑{𝑥𝑖(𝑥𝑖 − �̅�)}

𝑛

𝑖=1

 

 

 

したがって、
𝜕

𝜕�̂�1
𝐿(�̂�0, �̂�1) = 0となるのは、−2 ∑ {𝑥𝑖(𝑦𝑖 − �̅�)}𝑛

𝑖=1 −

2�̂�1 ∑ {𝑥𝑖(𝑥𝑖 − �̅�)}𝑛
𝑖=1 のとき。 

 

 

�̂�1 =
∑ {𝑥𝑖(𝑦𝑖 − �̅�)}𝑛

𝑖=1

∑ {𝑥𝑖(𝑥𝑖 − �̅�)}𝑛
𝑖=1

 

=
∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 − 𝑛𝑥̅�̅�

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 − 𝑛�̅�2
 

=

1
𝑛

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝑥�̅̅�

1
𝑛

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 − �̅�2
 

=
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥
2
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